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JOHN NASH: UNA MENTE MARAVILLOSA

El matemático americano John Nash ha recibido últimamente una nota-
ble atención mediática debida sobre todo a la publicación de su biograf́ıa1

y al estreno de la peĺıcula “Una mente maravillosa”. La Real Sociedad
Matemática Española quiere hacerse eco de esta atención y aprovechar
la ocasión para fomentar el conocimiento de su obra. Con este objetivo
publica los dos art́ıculos siguientes:

• Un premio Nobel para John Nash: Una mente maravillosa de John
Milnor que recoge, en su totalidad, el art́ıculo de John Milnor, A
Nobel Prize for John Nash2, junto con algunos extractos de John
Nash and “A Beautiful Mind”3, del mismo autor, que lo comple-
mentan.
La Gaceta de la RSME agradece los permisos editoriales para
su traducción y publicación, aśı como la colaboración de John Mil-
nor.
John Milnor se formó en la Universidad de Princeton. Ha trabaja-
do en Topoloǵıa, Geometŕıa, Álgebra Dinámica y (tiempo ha) en
Teoŕıa de Juegos. En 1962 recibió la medalla Fields en reconoci-
miento a su trabajo. Desde 1989, es director del Institute for Ma-
thematical Sciencies en la Universidad del Estado de Nueva York
en Stony Brook.

• J. F. Nash: Un matemático Nobel de Economı́a de Federico Valen-
ciano especialista en Teoŕıa de Juegos de la Universidad del Páıs
Vasco.

1Silvya Nasar, A Beautiful Mind: A biography of John Forbes Nash Jr., Simon & Schus-
ter, Nueva York, 1998. Traducción española: Una mente prodigiosa, Grijalbo-Mondadori,
Barcelona, 2002.

2The Mathematical Intelligencer, Vol 17, no 3, 1995, páginas 11-17
3Notices of the American Mathematical Society, November 1998, páginas 1329-1332
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Un premio Nobel para John Nash:
Una mente maravillosa

por

John Milnor

Durante los escasos diez años que duró su actividad investigadora, John
Forbes Nash logró crear un asombroso conjunto de resultados matemáticos.

John F. Nash

Para algunos, el breve art́ıculo que escribió
cuando teńıa 21 años y por el que se le concedió
el Premio Nobel de Economı́a4, podŕıa conside-
rarse como el menos relevante de sus logros5.
Sin embargo, aplaudo el acierto del Comité de
Selección del premio Nobel de otorgarle el pre-
mio a Nash, porque resulta notablemente dif́ıcil
aplicar métodos matemáticos precisos a las cien-
cias sociales y, sin embargo, las ideas de la te-
sis doctoral de Nash son simples y rigurosas y
aportan una base sólida en la que cimentar, no
sólo teoŕıas económicas, sino también estudios
de Bioloǵıa evolutiva y, en general, el análisis de
cualquier situación en la que seres humanos, o
no, se enfrentan a competencia o a conflicto. En
opinión de P. Ordeshook [O, página 118]

El concepto de equilibrio de Nash es quizás la idea más importante de
toda la Teoŕıa de Juegos no cooperativos [...] Tanto si queremos analizar
las estrategias de que disponen los candidatos de unas elecciones, las cau-
sas que motivan una guerra, la manipulación de los programas electorales
a lo largo de una legislatura, o la actividad de grupos de presión o de
poderes fácticos, nuestras predicciones se reducen a la búsqueda y des-
cripción de equilibrios. Sencillamente, buscamos estrategias de equilibrio
para hacer predicciones sobre el comportamiento de la gente.

4Consúltese [P]. Éste es el tercer premio Nobel obtenido por un licenciado en Matemáticas
de la Universidad de Princeton. Los dos primeros lo fueron en F́ısica, ambos a John Bardeen.

5Nota Editorial. A este respecto, John Milnor comenta en su art́ıculo John Nash
and “A Beautiful Mind” lo siguiente: Los matemáticos puros tienden a juzgar los trabajos
matemáticos por su profundidad matemática, por las ideas o métodos nuevos que hayan
aportado o por los problemas, que tras permanecer abiertos durante largo tiempo, hayan
podido resolver. Desde esta perspectiva, el trabajo por el que Nash recibió el premio Nobel es
una aplicación ingeniosa, pero no sorprendente, de métodos bien conocidos, mientras que su
posterior trabajo matemático es mucho más importante.
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La primera sección de este art́ıculo describirá el trabajo por el que a Nash
se le concedió el premio Nobel. Tras una breve digresión, la tercera sección
esbozará parte de los logros en los que se fundamenta la fama de que Nash
goza entre los matemáticos, y la última repasará brevemente la vida de Nash
tras 1958.

TEORÍA DE JUEGOS

En el marco establecido por von Neumann y Morgenstern [NM], un juego
de n personas se describe de la manera siguiente. Hay n agentes o jugadores,
numerados de 1 a n. Cada jugador i, con i entre 1 y n, tiene a su disposi-
ción un conjunto Si de posibles estrategias, y eligirá algún elemento si de
Si; la naturaleza del juego permite que los agentes escojan simultáneamente
entre sus opciones. El resultado final del juego es, por tanto, función de las n
elecciones s1, s2, . . . sn. Cada uno de los jugadores tiene un sistema de prefe-
rencias con el que ordena los posibles resultados; resulta conveniente describir
las preferencias del jugador i-ésimo mediante una función pi con valores reales,

pi : S1 × . . . × Sn −→ R ,

a la que se denomina ganancia. El objetivo de cada jugador es elegir si para
maximizar su ganancia, bien entendido que para cada j $= i, el jugador j-ésimo
simultáneamente elige sj para intentar maximizar su propia ganancia pj .

En la interpretación usual del modelo matemático, los distintos “jugado-
res” suelen ser personas. Sin embargo, caben otras posibilidades: los jugadores
pueden ser naciones, empresas, equipos, ordenadores (programados por seres
humanos) o animales. Para estudiar la Evolución, consideramos la competencia
entre especies, (consúltense [MSP], [MS2] y [D1]). En los juegos que se desa-
rrollan durante un periodo de tiempo, hemos de entender “las estrategias” de
los jugadores no como elecciones simples, sino más bien como prescripciones
de qué hacer en cada situación imaginable que pueda ocurrir durante el juego.
Por ejemplo, una estrategia para el ajedrez podŕıa consistir en un programa de
ordenador capaz de seleccionar un movimiento para cada situación de la par-
tida. Por cierto, la ganancia que reporta el juego no se mide necesariamente en
términos de algo simple y objetivo, como el dinero, sino que se supone que in-
corpora cualquier motivación relevante que los jugadores pudieran contemplar,
sea ésta egoista, altruista o lo que fuere.

Aunque von Neumann y Morgenstern desarrollaron una refinada teoŕıa
que permite tratar los juegos de dos personas y de suma cero, en el sentido de
que p1 + p2 = 0, su aplicación al caso general resulta complicada y discutible.
La teoŕıa de Nash, sin embargo, es directa y elegante.
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definición. Una n-tupla de estrategias (s1, s2, . . . , sn) constituye un punto de
equilibrio para el juego si ningún jugador puede incrementar su ganancia

pi(s1, s2, . . . , sn)

cambiando sólo si mientras los otros sj quedan fijos.

No se afirma que un punto de equilibrio deba ser un resultado deseable
del juego, de hecho, en ocasiones, el punto de equilibrio puede suponer un
verdadero desastre para todos y cada uno de los jugadores. (Es fácil imaginar,
por ejemplo, un juego de “guerra atómica” con un único punto de equilibrio
en el que cada uno de los jugadores aniquila a todos los demás). Muy al
contrario, debemos considerar un punto de equilibrio como la descripción de
lo que probablemente ocurra en una situación de total falta de cooperación,
en la que los jugadores persiguen sus objetivos individuales sin cooperar, bien
porque no pueden comunicarse entre ellos, bien porque no hay mecanismos que
les permitan cooperar o bien, sencillamente, porque no tienen interés alguno
en cooperar. La teoŕıa de von Neumann-Morgenstern, por el contrario, sólo
considera juegos cooperativos.

Los dos ejemplos siguientes, que agradezco a Hector Sussmann, muestran
cuan relevantes pueden llegar a ser en la vida diaria los puntos de equilibrio:

ejemplo 1. En una aburrida fiesta, todos los invitados quieren irse a casa
temprano, pero nadie quiere marcharse antes de medianoche, salvo que algún
otro invitado se vaya primero. Sólo hay un punto de equilibrio: todo el mundo
se queda hasta medianoche. (Consúltese [Sch]).

ejemplo 2. Veinte personas van a cenar juntas una noche. Cada uno de ellos
puede elegir entre dos menús: uno de 10 dólares, que no está mal, y otro
excelente, de 20 dólares. Si cada uno se pagara lo suyo, todos se inclinaŕıan
por escoger el menú más barato. Sin embargo, han decidido que van a dividir
la cuenta en partes iguales. Como para cada uno de ellos, pasar del menú
barato al caro supone un coste marginal de tan sólo 50 centavos, todos eligen
el menú caro.

Antes de enunciar el teorema fundamental de existencia de Nash, es preciso
que introduzcamos probabilidades a través de las estrategias mixtas de von
Neumann-Morgenstern. Para ver por qué esto es necesario consideremos el
siguiente

ejemplo 3. Un sencillo candado tiene 1000 posibles combinaciones; el propie-
tario del candado puede elegir cualquiera de ellas. Un ladrón potencial tiene
una sola oportunidad de adivinar la combinación. Pod́ıamos tomar S1 y S2
como conjuntos finitos con 1000 elementos cada uno. Sin embargo, con este
modelo matemático, no existiŕıa punto de equilibrio.
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Para conseguir una teoŕıa razonable es necesario que permitamos la posi-
bilidad de que los jugadores escojan de forma aleatoria entre las opciones de
que disponen. Para ello tomamos S1 y S2 como śımplices de 999 dimensiones
con 1000 vértices cada uno. Ahora hay un único punto de equilibrio (s1, s2),
donde cada si es la distribución de probabilidad que asigna a cada posible
elección de combinación, una probabilidad de 1/1000. El ladrón tienen enton-
ces una posibilidad entre 1000 de adivinar la combinación correcta. (Éste es
un ejemplo de un juego de suma cero de dos personas, de manera que, en este
caso, un punto de equilibrio de Nash es lo mismo que un par de estrategias
óptimas en el sentido de von Neumann-Morgenstern).

Siguiendo a von Neumann-Morgenstern, llamamos estrategia mixta a esta
media ponderada de un número finito de estrategias puras, donde los coefi-
cientes de la ponderación se interpretan como probabilidades. El conjunto de
todas las estrategias mixtas de un jugador dado constituyen un śımplice de
dimensión finita.

Figura 1: Ejemplos de vecto-
res apuntando hacia fuera en un
punto de la frontera de un con-
junto compacto convexo.

teorema de existencia. Si el espacio
de estrategias Si de cada jugador es un
śımplice de dimensión finita, y si cada
función de ganancia pi(s1, . . . , sn) es una
función continua de sus n variables y es
función lineal de si cuando las demás va-
riables se dejan fijas, entonces hay al me-
nos un punto de equilibrio.

Para demostrar este enunciado se co-
mienza por sumergir cada Si en un espa-
cio eucĺıdeo Rdi de su misma dimensión y
consideramos el producto cartesiano

K = S1 × · · · × Sn ⊂ Rd1 × · · · × Rdn

para a continuación construir un campo vectorial continuo

(s1, . . . , sn) &−→ (v1, . . . , vn) ∈ Rd1 × . . . × Rdn (*)

como sigue: la componente vi en Rdi es el vector gradiente ∂pi/∂si de la función
pi cuando la consideramos como función lineal de si, con los restantes sj fijos.
Necesitamos el siguiente
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lema. Si K ⊂ Rd es un conjunto compacto convexo y V : K −→ Rd es una
función continua, entonces existe al menos un punto ŝ ∈ K donde el campo
vectorial v se anula o apunta hacia fuera de K, en el sentido de que cada
punto de K pertenece al semiespacio

{
s ∈ Rd : s · v (ŝ) ≤ ŝ · v (ŝ)

}

Esbozo de demostración. (Véase la figura 1.) Sea ρ : K −→ Rd la re-
tracción canónica que lleva cada punto de Rd al punto más próximo de K.
Entonces la composición s &−→ ρ(s + v(s)) lleva K en śı mismo y, entonces,
por el teorema del punto fijo de Brouwer, tiene un punto fijo

ŝ = ρ(ŝ + v(ŝ)) .

Es fácil comprobar que v(ŝ), o se anula, o apunta hacia fuera de K.
Si ahora aplicamos el lema al campo vectorial (∗), obtenemos una n-tupla

ŝ = (ŝ1, . . . , ŝn) que es el requerido punto de equilibrio.

comentario. Si una teoŕıa matemática se supone que aporta un modelo ma-
temático con el que analizar un determinado problema de la vida real, debe-
mos preguntarnos cuán realista es ese modelo, si ayuda de verdad a entender
el mundo real, y si podemos contrastar sus predicciones.

En el caso de la teoŕıa del punto de equilibrio de Nash nos podŕıamos
preguntar, para empezar, si se pretende que sea una teoŕıa descriptiva de cómo
actúa de verdad la gente ante la competencia, o una teoŕıa normativa de cómo
debe actuar la gente para obtener el mejor resultado posible. La respuesta
es que probablemente ambas, o ninguna. De hecho, estos dos aspectos son
inseparables, pues una teoŕıa que describa como eligen entre sus opciones los
otros jugadores puede ser crucial para determinar nuestra propia elección.

Hemos de preguntarnos en primer lugar sobre el realismo del modelo sub-
yacente. Se parte de las hipótesis de que todos los jugadores son racionales, de
que entienden perfectamente las reglas exactas del juego y de que disponen de
información completa sobre los objetivos de los otros jugadores. Y la realidad,
obviamente, es que rara vez se cumplen todas estas hipótesis.

Debemos abundar en la hipótesis de linealidad en el teorema de Nash. Esta
hipótesis es una aplicación directa de la teoŕıa de la utilidad numérica de von
Neumann-Morgenstern que afirma que podemos medir el interés relativo de
los resultados mediante una función con valores reales y lineal respecto de las
probabilidades. En otras palabras, a un jugador le debe dar igual una estrategia
s que le suponga una utilidad a con probabilidad del 50% y una utilidad b
con un 50% de probabilidad, que una estrategia s̃ que suponga una utilidad
(a + b)/2 con probabilidad del 100%. Este concepto ha sido profundamente
estudiado (véase, por ejemplo, [HM]). Mi opinión personal es que este punto
de vista es bastante razonable como teoŕıa normativa, pero que no es muy
realista como teoŕıa descriptiva.
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¿Bajo qué condiciones se puede aplicar de verdad la teoŕıa de equilibrio?
Un juego puede tener muchos puntos de equilibrio, algunos de los cuales serán
mejores que otros para un determinado jugador o, incluso, para todos ellos.
Si sólo se juega una vez, sin comunicación alguna entre los jugadores, ¿cómo
pueden saber éstos qué puntos de equilibrio son relevantes? Si los jugadores se
comunican, ¿cuándo deja el juego de ser “no-cooperativo”? La situación cam-
bia si el juego se repite una y otra vez, quizás asentándose gradualmente hacia
algún punto de equilibrio. En este caso, hemos de considerar la complicación
adicional de que la utilidad de los jugadores pueda ir evolucionando con las
sucesivas repeticiones.

La teoŕıa de Nash no supuso una respuesta definitiva al problema de en-
tender situaciones de competencia, sino más bien un punto de partida para
muchas ĺıneas de investigación. Pero hay que resaltar que ninguna teoŕıa ma-
temática simple puede suponer una representación completa, puesto que la
psicoloǵıa de los jugadores y el mecanismo de interacción son cruciales para
una comprensión precisa.

La idea de Nash6, tan simple en apariencia, ha dado a lugar a cambios
fundamentales en Economı́a y Ciencia Poĺıtica. En el libro A Beautiful Mind,
Nasar ilustra el impacto puramente mercantil de las teoŕıas de Nash descri-
biendo “La mayor subasta de la Historia”, la subasta con la que en 1994 el go-
bierno de Estados Unidos vendió una buena parte de su espacio radioeléctrico
para uso comercial. El procedimiento empleado, que consist́ıa en rondas su-
cesivas de pujas, fue cuidadosamente diseñado por expertos en la aplicación
de la Teoŕıa de Juegos a las subastas con el objetivo de maximizar a la vez el
beneficio para el Estado y la utilidad para los compradores de las longitudes
de onda. El resultado de esta subasta fue todo un éxito: el Estado recaudó 10
mil millones de dólares, al tiempo que se garantizó una eficiente asignación de
recursos. A modo de contraste, una subasta similar que tuvo lugar en Nueva
Zelanda, que no contaba con un diseño cuidadoso desde el punto de vista de
la Teoŕıa de Juegos, fue un desastre, pues el Estado recaudó tan sólo un 15%
de lo que esperaba y no se logró una distribución eficiente de las longitudes
de onda. Se dió incluso el caso de un estudiante neozelandés que compró una
licencia de emisora de televisión por 1 dólar.

Un triunfo inesperado de la teoŕıa de equilibrio ha sido su aplicación a
la Genética de poblaciones y a la Genética evolutiva. Partiendo del trabajo
pionero de Maynard Smith, las ideas de la Teoŕıa de Juegos se aplican hoy
en d́ıa en el estudio de la competencia entre diferentes especies o dentro de
una misma especie. (Consúltese [MS2], [HS], [W]. Una versión más precisa de
esta teoŕıa, que Dawkins [D1] se ha encargado de popularizar, sostiene que,
en realidad, son los genes los que compiten). La Teoŕıa Económica también se

6Nota Editorial. El resto de esta sección proviene del art́ıculo de Milnor John Nash
and “A Beautiful Mind”.
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enriquece, a través de un interesante flujo inverso de ideas, con aportaciones
de Evolución. Según Binmore (en [W]):

A pesar de las observaciones que Nash haćıa en su tesis doctoral sobre
una posible interpretación evolutiva 7 de la idea de un equilibrio de Nash,
la atención de los investigadores del equilibrio se centró casi exclusiva-
mente en su interpretación como el único resultado viable al que conduce
el cuidadoso análisis de jugadores idealmente racionales. [...] El libro de
Maynard Smith, Evolution and the Theory of Games, logró desviar la
atención de los expertos en la Teoŕıa de Juegos de su insistencia en el es-
tudio de definiciones cada vez más elaboradas de racionalidad. Después de
todo, dado que costaŕıa aceptar que los insectos piensan, la racionalidad
no puede ser tan crucial si, como parece ser el caso, la Teoŕıa de Juegos
es capaz de predecir su comportamiento en determinadas circunstancias.
Simultáneamente, el desarrollo de la Economı́a experimental ha revela-
do que los seres humanos no son tan buenos razonadores como creen: el
equilibrio se logra con frecuencia tras sucesivas rondas de ensayo y error.

Todas las aplicaciones de la teoŕıa de Nash nos enseñan una lección que hemos
de resaltar:

Aunque la teoŕıa de equilibrio, desarrollada por Nash y por sus sucesores,
parece suministrar la mejor descripción conocida de lo que es probable que
ocurra en una situación de competencia, un equilibrio no es necesaria-
mente un buen resultado para nadie.

En contraste con la Teoŕıa Económica clásica de Adam Smith, donde la libre
competencia nos lleva al mejor de los resultados posibles, y en contraste con
la teoŕıa darwiniana clásica, en la que la selección natural siempre conduce
a la mejora de las especies8, la dinámica de la competencia sin una legisla-
ción que la regule puede resultar desastrosa. Todos sabemos que un conflicto
entre naciones puede conducir a un carrera de armamentos, lo que es malo
para todos, y que en casos extremos puede resultar en una guerra totalmente
innecesaria. Análogamente, en la teoŕıa evolutiva, una carrera de armamentos
dentro de una misma especie o entre dos especies en competencia durante un

7Binmore no se refiere aqúı a la evolución biológica, sino más bien a un proceso dinámico
en el que sucesivas repeticiones de un juego convergen a un equilibrio. Lamentablemente,
Nash no desarrolló esta discusión de su tesis doctoral en sus trabajos publicados.

8Según Darwin, “como la selección natural actúa sólo por y para el beneficio de cada
individuo, las dotes mentales y corporales han de tender progresivamente hacia la perfección”.
Sin embargo, también expresó la opinión contraria. Consúltese la discusión de “por qué el
progreso no rige la historia de la vida” en Gould [G1]. Lamentablemente, se ha producido
un profundo e innecesario distanciamiento que llega hasta el rencor entre aquéllos que como
Maynard Smith trabajan con modelos teóricos de la evolución y aquéllos que, como Gould
[G2], ponen énfasis en que el mundo real es mucho más complicado que cualquier modelo.
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periodo de tiempo geológico puede ser catastrófica9. De hecho, resulta perfec-
tamente concebible que la propia selección natural pueda conducir a un punto
sin retorno y a la extinción. He aqúı una versión ligeramente exagerada de un
ejemplo (consúltese [D3], [D4]) que debemos al propio Darwin: si las pavas
en celo siempre eligieran a los pavos de cola más espléndida, se generaŕıa una
carrera de armamentos evolutiva que forzaŕıa colas progresivamente más lar-
gas, hasta que los pavos resultaran tan torpes que no podŕıan escapar de sus
depredadores.

Podemos aplicar comentarios similares a la Teoŕıa Económica. En este
contexto, quiero expresar mi firme convicción en la necesidad de que se escoja
una adecuada normativa reguladora que ponga coto a los efectos negativos
de la competencia desbocada que sirva para mejorar la situación en que nos
encontramos. Sin embargo, la cuestión de sobre en quién debe recaer la res-
ponsabilidad de esa selección tan delicada es un asunto poĺıtico para la que
parece dif́ıcil que la teoŕıa de equilibrio tenga solución.

JUEGOS

Figura 2: Situación t́ıpica del juego del
Hex. Problema: las negras juegan y ga-
nan. Problema alternativo: blancas jue-
gan y ganan.

Nash se incorporó a Princeton
como estudiante de doctorado en
1948, el mismo año en que yo co-
mencé mis estudios de licenciatu-
ra. Pronto le conoćı, porque ambos
pasábamos mucho tiempo en la sala
de descanso. Nash bulĺıa con ideas
matemáticas, no sólo en la Teoŕıa
de Juegos, sino también en Geo-
metŕıa10 y Topoloǵıa. Sin embargo,
mis recuerdos más v́ıvidos de esta
época lo constituyen los múltiples
juegos de mesa a los que tanto tiem-
po dedicábamos en aquella sala. Fui
iniciado en el juego del Go y en el

9Consúltese [DK], [D2]. Al interpretar la frase “carrera de armamentos” en un contexto
evolutivo, conviene recordar que el éxito reproductivo es más importante que la destreza en
la guerra. A menudo, la mejor estrategia evolutiva es haz el amor, no la guerra.

10He aqúı una pregunta de Nash. Sea V0 una variedad algebraica singular de dimensión k,
sumergida en una variedad M0, y sea M1 = Gk(M0) la variedad de Grassman de k-planos
tangentes a M0. Entonces V0 se eleva canónicamente a una variedad k-dimensional V1 ⊂
M1. Si continuamos inductivamente, obtenemos una sucesión de variedades k-dimensionales
V0 ←− V1 ←− V2 ←− . . . ¿Alcanzamos aśı alguna variedad no singular? Hasta la fecha,
sólo en casos especiales se ha podido probar que aśı es. (Consúltese [G-S],[H] y [Sp]). Nota
Editorial. Milnor comenta en el art́ıculo del Notices que parece ser que el interés de Nash
por estas cuestiones es posterior, de los años 60.
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del Kriesgspiel, y también en un ingenioso juego topológico al que llamábamos
Nash, en honor de su inventor. Tiempo después, descubrimos que este mismo
juego hab́ıa sido inventado unos años antes por Piet Hein en Dinamarca. Hein
lo hab́ıa llamado Hex, y por ese nombre se le conoce hoy. Un tablero n×n de
Nash o Hex consiste en un rombo enlosetado con n2 casillas hexagonales, como
se ilustra en la figura 2. (Para disfrutar bien del juego recomiendo un tablero
de tamaño 14×14; el que se representa en la figura es más pequeño por razones
de espacio). Dos lados opuestos se colorean de negro, y los otros dos de blan-
co. Los jugadores van colocando alternativamente fichas de su correspondiente
color en los hexágonos. Las fichas, una vez ubicadas, no se pueden volver a
mover. El jugador negro intenta construir una cadena conexa de piezas negras
que una los bordes negros del tablero, mientras que el jugador blanco intenta
formar una cadena conexa de piezas blancas que una los bordes blancos. El
juego continúa hasta que alguno de los dos jugadores tiene éxito.

teorema. En un tablero de Hex, el primer jugador puede ganar siempre.

La demostración de Nash es maravillosamente no constructiva y puede
esbozarse en los pasos siguientes

Figura 3: En un tablero asimétrico co-
mo el de la figura, las blancas siem-
pre pueden ganar, incluso si las negras
comienzan la partida. Podemos descri-
bir la estrategia ganadora como “do-
blar”: a cualquier movimiento de las ne-
gras las blancas responden jugando en
el hexágono marcado con el correspon-
diente śımbolo, donde la corresponden-
cia, por ejemplo, a ⇔ A es una refle-
xión con traslación que dobla la mitad
izquierda del tablero sobre la derecha.

primer paso. Un argumento pura-
mente topológico demuestra que en
cualquier partida, uno y sólo uno de
los jugadores gana: cuando el table-
ro ya está cubierto de fichas blancas
y negras, entonces hay una cadena
negra de borde negro a borde negro
o una blanca de borde blanco a bor-
de blanco, pero no las dos.

segundo paso. Como el juego es
finito, con sólo dos posibles resulta-
dos, y como a los jugadores les toca
turno alternativamente y disponen
de información completa, un teore-
ma de Zermelo, redescubierto por
von Neuman y Morgenstern, asegu-
ra que uno de los dos jugadores debe
tener una estrategia ganadora.

tercer paso, por simetŕıa. Si el
segundo jugador dispusiera de una
estrategia ganadora, el primer juga-
dor podŕıa iniciar el juego escogien-
do una casilla al azar, y a partir de
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ah́ı seguir la estrategia del segundo jugador. Puesto que su movimiento inicial
nunca le perjudica, debe ganar. De manera que la hipótesis de que el segundo
jugador disponga de una estrategia ganadora nos conduce a una contradicción.
(Éste es un conocido argumento que se puede aplicar a muchos otros juegos
simétricos, como el de “cinco en raya”).

Obsérvese como esta demostración depende de la simetŕıa del tablero. En
un tablero n × (n + 1), el jugador para el que la distancia entre sus corres-
pondientes bordes del tablero sea más corta siempre puede ganar, incluso si el
otro jugador comienza la partida. (Consúltese la figura 3).

GEOMETRÍA Y ANÁLISIS

Tras su doctorado, Nash se incorporó como profesor al Massachussets
Institute of Technology (MIT), comenzando aśı una etapa de extraordinaria
productividad en la que logró una serie impresionante de resultados. El pri-
mero de estos resultados es una contribución fundamental a la teoŕıa de las
variedades algebraicas reales.

teorema. Dada una variedad diferenciable compacta n-dimensional M , existe
una variedad algebraica real V ⊂ R2k+1 y una componente conexa V0 difeo-
morfa a M .

Nash complementó este teorema con una caracterización abstracta de tales
variedades V0 en términos una cierta álgebra de funciones definidas en V0 y
con valores reales.

Como ejemplo de la potencia de este resultado nos contentamos con men-
cionar la siguiente aplicación importante. Un problema fundamental en Diná-
mica es entender cómo el número de puntos periódicos de una aplicación dife-
renciable de periodo p puede variar en función de p.

teorema de Artin y Mazur. [AM] Cualquier aplicación diferenciable de
una variedad compacta en śı misma se puede aproximar mediante una apli-
cación diferenciable para la que el número de puntos periódicos de periodo p
crece a lo sumo exponencialmente con p.

La única demostración conocida de este teorema usa de manera esencial
el resultado de Nash para traducir el problema de Dinámica a una cuestión de
contar el número de soluciones de ciertas ecuaciones polinómicas11.

Dos años más tarde, Nash se enfrentó con uno de los problemas abiertos
más importantes de la Geometŕıa Riemanniana, a saber, el problema de la

11Nota Editorial. Milnor comenta en el art́ıculo del Notices que Kaloshin [Ka] ha dado
en 1998 una demostración mucho más elemental basándose en el Teorema de aproximación
de Weierstrass.
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inmersión isométrica de variedades riemannianas. En otras palabras, Nash
consideró el sistema de ecuaciones diferenciales

∂x
∂ui

· ∂x
∂uj

= gij(u1, . . . , uk)

donde las ui son coordenadas locales de una cierta variedad riemanniana k-
dimensional, gij(u1, . . . , uk) es la métrica riemanniana dada, y x(u1, . . . , uk)
es la inmersión isométrica en el espacio eucĺıdeo n-dimensional que buscamos.
Éste es un sistema de k (k + 1) /2 ecuaciones diferenciales no lineales con n
funciones incógnita, que queremos resolver globalmente, sobre toda la varie-
dad. Nash primero abordó el caso C1.

Cualquier estudiante de Geometŕıa Diferencial sabe que una superficie
compacta sin borde del espacio eucĺıdeo R3 debe tener puntos con curvatura
positiva. (Demostración: considere un globo esférico que rodee a la superficie, y
vaya desplazándolo hasta que toque por primera vez la superficie. En ese punto
de contacto ambas curvaturas principales deben ser no nulas y con el mismo
signo. Por consiguiente, la curvatura gaussiana en ese punto de la superficie
debe ser estrictamente positiva). Como ilustración, se sigue que para un toro
plano S1 × S1 ⊂ R2 × R2 no puede existir una inmersión isométrica en R3.

Nash hizo caso omiso de estas dificultades. Incorporando una mejora pos-
terior debida a Kuiper [Ku], podemos enunciar su resultado como sigue:

teorema. Si se puede sumergir diferenciablemente una variedad riemanniana
compacta (M,g) en Rn, entonces se puede sumergir C1-isométricamente en
Rn.

Sigue a continuación un somero esbozo de la demostración. Comenza-
mos con una inmersión diferenciable cualquiera y la encogemos uniformemen-
te hasta que todas las distancias en la métrica inducida sean más cortas que
las distancias de la métrica original g. A continuación introducimos pequeñas
ondulaciones sinusoidales en la variedad inmersa para ir incrementando las
longitudes eucĺıdeas de las curvas carta por carta. Repetimos este proceso,
controlando cuidadosamente las primeras derivadas en cada paso, con el obje-
tivo de conseguir que la métrica riemanniana inducida por la inmersión vaya
incrementándose monótonamente hacia la métrica buscada.

Una clave de esta construcción es que como no hay manera de controlar las
derivadas segundas, la inmersión aśı construida nunca será C2. Y puesto que la
curvatura involucra derivadas segundas de forma esencial, ningún argumento
sobre curvaturas principales afectará a la inmersión resultante.

Nash se enfrentó a continuación con el problema más profundo de la in-
mersión Cr, con r > 1.

teorema. Si n ≥ k(k + 1)(3k + 1)/2, entonces toda variedad riemanniana
k-dimensional de clase Cr se puede sumergir Cr-isométricamente en Rn, para
3 ≤ r ≤ ∞.
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Para demostrar este resultado, Nash introdujo un método completamen-
te nuevo del Análisis no lineal. Podemos describir este método, en la forma
general establecida por Moser [M], como sigue. Estamos intentando resolver
algunos sistemas de ecuaciones en un espacio infinito-dimensional de funciones
f . Dada una solución aproximada f0, podemos aplicar un procedimiento de
aproximación lineal del estilo del método de Newton, para obtener una aproxi-
mación mejor, g0. La dificultad estriba en que, habitualmente, tales métodos
lineales precisan diferenciar, lo que fuerza a que g0 sea menos diferenciable
que f0. El truco entonces es aplicar un operador de alisado, para aproximar g0
por una función f1 que tenga mejores propiedades de diferenciabilidad. Pode-
mos proceder inductivamente para construir una sucesión de aproximaciones
f0, f1, f2, . . . que, con cuidado extremo en las estimaciones de cada paso y con
hipótesis adecuadas, convergerá a la solución buscada. (Para más información
sobre estas ideas remitimos a [Gr] y [Gu]).

Tras estos resultados, Nash comenzó un profundo estudio de las ecuacio-
nes diferenciales eĺıpticas y parabólicas con el que consiguió demostrar teore-
mas fundamentales de existencia local, unicidad y continuidad (al tiempo que
especulaba sobre las relaciones con Mecánica estad́ıstica, singularidades y tur-
bulencia). A este trabajo no se le ha prestado toda la atención que se merećıa.
De hecho, un art́ıculo de 1957 de De Giorgi [DG] ha dominado los estudios
en este campo. Los métodos de estos dos autores eran muy diferentes, pero
ambos eran profundamente originales y consiguieron importantes avances. De
Giorgi se centró en el caso eĺıptico, mientras que Nash prestó especial aten-
ción a las ecuaciones parabólicas. Los métodos de Nash, fundamentados en
una desigualdad de momentos de la solución fundamental, son muy potentes.
(Consúltese [FS]).

Las dos citas que reproduzco seguidamente, que he resumido y editado
ligeramente y que provienen del art́ıculo de Nash sobre “Continuidad de so-
luciones”([Nash 16]), permiten hacerse una idea de los puntos de vista que
defend́ıa y de las metas cient́ıficas a que aspiraba en ese año de 1958 tan
crucial en su vida.

Los problemas abiertos en el área de las ecuaciones en derivadas parcia-
les no lineales son muy relevantes en las Matemáticas aplicadas y en la
Ciencia en general, quizás más que cualesquiera otros problemas abiertos
en Matemáticas, y este área parece en v́ıas de un rápido desarrollo. Poco
se sabe sobre existencia, unicidad y diferenciabilidad de las soluciones
de las ecuaciones generales del flujo de un fluido viscoso, comprensible y
conductor del calor. Además, no se entiende bien la relación entre esta
descripción continua de un fluido y la descripción, f́ısicamente más válida,
en términos de Mecánica estad́ıstica. Quizás debiéramos intentar demos-
trar, existencia, diferenciabilidad y continuación única (en el tiempo) de
los flujos bajo la hipótesis de que no aparezcan ciertas singularidades,
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tales como temperaturas o derivadas infinitas. Un resultado de este tipo
ayudaŕıa a clarificar el problema de la turbulencia.

El estudio de las ecuaciones en derivadas parciales no lineales se basa,
habitualmente, en estimaciones a priori que, por su parte, son teoremas
sobre ecuaciones lineales. Los métodos que hemos usado aqúı están ins-
pirados en la intuición f́ısica, en difusión, movimiento browniano y flujo
del calor o cargas eléctricas, pero el ritual de la exposición matemática
tiende a ocultar esta base natural.

EPÍLOGO

En 1958, cuando teńıa 30 años, Nash sufrió un devastador ataque de en-
fermedad mental. (Consúltese [N]). Comenzó aśı una etapa horrible de muchos
años en los que permaneció largos periodos confinado en distintos hospitales
psiquiátricos, normalmente contra su voluntad y sometido con frecuencia a
sesiones de electroshocks, y que se alternaban con cortos periodos de ligera
mejoŕıa. Durante uno de éstos, en 1966, Nash publicó un art́ıculo en el que
demostraba que su teorema de inmersión isométrica, e incluso la maquinaria
más general de función impĺıcita de Nash-Moser, se pod́ıa extender al caso
anaĺıtico real. Luego siguió un periodo extremadamente largo de barbecho.
Durante este tiempo perd́ı contacto con él; pero me sent́ı muy feliz cuando
supe que su enfermedad hab́ıa remitido y que hab́ıa vuelto a interesarse por
problemas matemáticos de primera ĺınea. En 1995, Nash no sólo asistió a la
ceremonia de los premios Nobel en Estocolmo, sino que además impartió un
seminario en Uppsala sobre su trabajo reciente en F́ısica matemática.

Concluyo felicitando a Nash, no sólo por su premio Nobel, sino por su
aportación al acerbo de conocimientos de la Humanidad. Le deseo, de corazón,
lo mejor para el futuro.
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ANEXO II. COMENTARIO DE JOHN MILNOR SOBRE EL LIBRO “A BEAUTIFUL

MIND” DE SYLVIA NASAR

John Milnor

En su biograf́ıa de Nash A Beautiful Mind,
Sylvia Nasar nos relata la vida de Nash en deta-
lle, basándose en cientos de entrevistas con ami-
gos, conocidos, familiares y colegas, y en una cui-
dada documentación. El talento de Nasar para
las entrevistas le ha permitido conseguir intere-
sante información a la que de otra forma quizás
no hubiera tenido acceso. Nasar describe meti-
culosamente las deliberaciones, no sólo de la me-
dalla Fields de 1958, para la que Nash era uno
de los candidatos, sino también para el premio
Nobel de Economı́a de 1994, unas deliberaciones
tan explosivas que obligaron a una reestructura-
ción radical del premio y a un cambio completo
en su comité. En general, Nasar identifica cuidadosamente sus fuentes, pero
en estos casos particulares han permanecido en el anonimato.

Aunque su formación es en Economı́a y no en Matemáticas, Nasar ha si-
do capaz de dar descripciones someras de los principales trabajos de Nash,
situándolos en su contexto y aportando referencias precisas. También sumi-
nistra información detallada de los lugares y las personas que desempeñaron
papeles importantes en la vida de Nash. (Algunos enunciados matemáticos
y los nombres de algunas personas aparecen un tanto distorsionados, pero el
lector astuto será capaz de identificarlos). En el libro nos encontramos con
fascinante información sobre la historia de Carnegie Tech, Princeton, Rand
Corporation, MIT, el Institute for Advanced Study, y el Courant Institute,
además de información sobre bien conocidos matemáticos, y algunos otros no
tan conocidos. La narración del libro nos conduce por interesantes historias
paralelas: su descripción del MIT se entrelaza con una discusión de la era
McCarthy, mientras que su descripción de la Rand Corporation y de von Neu-
mann da lugar a una discusión de la relación de la Teoŕıa de Juegos con la
poĺıtica de la Guerra Fŕıa. (Parece ser que Von Neumann, quien abogaba por
un ataque nuclear preventivo contra la Unión Soviética, pudo haber sido el
modelo original del Dr. Strangelove de Kubrick).

Cualquier discusión del libro de Nasar debe señalar un dilema ético central:
esta es una biograf́ıa no autorizada, escrita sin el consentimiento ni la coope-
ración del personaje biografiado. La actividad matemática de Nash estuvo
acompañada por una complicada vida personal, que Nasar describe con sumo
detalle. Este material es de interés para un público general. (En la cubierta del
libro se recoge la opinión de Oliver Sacks de que el libro es “extraordinaria-
mente emotivo, notable por sus compasivas intuiciones tanto acerca del genio
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como sobre la esquizofrenia”). Inevitablemente, la publicación de un material
como el que nos ocupa supone una drástica violación del derecho a la intimidad
del personaje.

El libro está dedicado a Alicia Nash, quien primero fue su mujer y después
su fiel compañera, cuyo apoyo a través de dificultades imposibles ha desem-
peñado claramente un papel fundamental en la recuperación de Nash.
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